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1 Einleitung

Bei diskreten Zufallsvariablen bildet der Vergleich zwischen empirischen und the-
oretisch erwarteten Haufigkeiten einen geeigneten Ansatz, um das Vorliegen eines
bestimmten Verteilungsmodells zu iiberpriifen. Der Chi-Quadrat -Test ist das
zugehorige Testverfahren, dass in Medizin und Biologie sehr hidufig angewen-
det wird. Die Priifgrosse Chi-Quadrat kann dabei anhand einer Chi-Quadrat-
Verteilung auf Signifikanz gepriift werden.

Die Chi-Quadrat-Verteilung bzw. y2-Verteilung (iltere Bezeichnung: Helmert-
Pearson-Verteilung, nach Friedrich Robert Helmert und Karl Pearson) ist eine
stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung tiber der Menge der nichtnegativen reellen
Zahlen. Die X2-Verteilung hat einen einzigen Parameter, nimlich die Anzahl der
Freiheitsgrade n.

Sie ist eine der Verteilungen, die aus der Normalverteilung N (u, (‘72) abgeleitet
werden kann: Hat man n Zufallsvariablen Z;, die unabhingig und standardnor-
malverteilt sind, so ist die Chi-Quadrat-Verteilung mit n Freiheitsgraden definiert
als die Verteilung der Summe der quadrierten Zufallsvariablen le 422,

Die Chi-Quadrat-Verteilung wurde 1876 eingefiihrt von Friedrich Robert Helmert,
die Bezeichnung stammt von Karl Pearson (1900). In dieser Arbeit soll die Wahr-
scheinlichkeits-Dichtefunktion (pdf..probability density function), in der Folge
Dichtefunktion genannt, der Chi-Quadrat-Verteilung hergeleitet werden.

2 Herleitung der pdf mit 1 Freiheitsgrad

Herleitung fiir die Funktion mit einem Freiheitsgrad

Die Zufallsvariable Y sei definiert als Y = X2, wobei der Vektor X mit den Stich-
probenwerten xi, ..., x, eine Normalverteilung hat mit Mittelwert O und der Vari-
anz 1 (d.h. X ~ N(0,1)). Es wird also fiir jeden Wert x; (i = 1,...n) der quadratische
Wert xl-2 gbildet. Y bildet eine Chi-Quadrat-Verteilung mit 1 Freiheitsgrad:
Y ~ x>
Losung der pdf:
1 1y
fr(y) ==y 7e 2. (1)
221°(5)

Beweis: Die Dichtefunktionen von N(0,1) und der Chi-Qadrat-Verteilung fiir einen
Freiheitsgrad und einem Chi-Quadrat-Wert von 2 sind nachfolgend graphisch dargestellt.
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firy < 0,P(Y < 0) = 0, (Verteilung hat keine negativen Werte) und,
firy>0,P(Y <y)=P(X*><y)=P(X| < y)=P(—/y<X<\y. ()
y>0.P(Y <) = POC <) = P(IX| < 5) = PLVF <X <5

%) Ix

DaY = X2, ist VY = X, d.h. die Originalwerte x konnen auch als ,/y bezei-
chnet werden. Die x-Werte werden quadriert auf der y-Achse der Chi-Quadrat-
Verteilung abgebildet. Dabei ergeben - x (-,/y)-Werte und + x (+,/y)-Werte
dieselben Werte auf der y-Achse. Da beide Integrale {iber den gesamten Bereich 1
sind, ergibt sich die Identitit der beiden Wahrscheinlichkeiten /Iy> und Ix bei (2).

:FX(\/y)_FX(_\/y) ZFx(ﬁ)—(l—Fx(ﬁ) ,weil Rp = Ry 3)

Ro

Fx(Vy) = (1= Fx(Vy) = 2Fx (Vy) — 1. (4)

Die Dichtefunktion fy (y) von X? ist die Ableitung der Verteilungsfunktion Fy (y).



Da Fy(y) = Fx(\y) — fr(v) =f5():

d d
= —2F —1=—>2F —0. 5
fr(y) & x (V) R x (V) ®)
Weil X mit N(0,1) Iverteilt ist folgt mit: F /ﬁ ! id
€1 mit ,1) normalverteilt 1st folgt mait: = e 2 dax.
g X ) Vor

Wir setzen Y = u(x) mit u(x) = x>. Die Inverse von u(x) ist v(y) = \/y. Fiir \/y
wird v(y) eingesetzt, dann ableiten gemiss Kettenregel:

fr(v) =Fp(y) = 2Fx (V) = 2F (v(y) = 2fx (v() V' () (6)

—_

Yy~ 2 einsetzt, wird somit:

B[ —

Mit v(y) = %ﬂe%dx und V/(y) = 2—\15 =

ﬁ

1 y (1 1
=— ¢ 2. (_ —z> . 7
1
Es gilt: FE = /7. Mit I eingesetzt ergibt somit:
1 1oy
fr(y) =y e 2 ®)
22T°(3)

3 Herleitung fiir die Funktion mit zwei Freiheits-
graden

Die Herleitung basiert darauf, die Verteilung der Summe von zwei unabhingigen
Variablen zu bestimmen.

Beweis:

Wir nehmen an, x und y sind die quadrierten Werte zweier unabhingiger Vari-
ablen mit den Verteilungen: x ~ X12 und y ~ 7612, Die Dichtefunktionen von x und
y sind somit:

1 1 X
= — ) 9
f(x) ZZF(%)X e )
und
1 1y
= 2¢7 2 10
f) 2%F(%)y e (10)

Gesucht ist die Dichtefunktion der gemeinsamen Verteilung von x+y,
also fxyy(x+y).



Die gemeinsame Verteilung von f(x) und f(y) lautet:

1 1 x+y

f(xay)zﬂ(xay)ijeiT; (11)

wobei I'((3)? durch 7 ersetzt ist. Im weiteren seien A = xy und B = x+y. Durch
Auflosung der beiden Gleichungen nach x und y erhalten wir jeweils zwei Be-
reiche fiir die Transformation (12) und (14) fiir x, sowie (13) und (15) fiir y.

B+ VB2 —4A
xX=——

12
> (12)
und
B—V/B%—4A
y= (13)
oder umgekehrt sind:
B—/B%—4A
X=—"T—" (14)
2
und
B+ VB2 —4A
Y= (15)

Mittels der Jacob-Determinante (_#) konnen nun die x,y - Koordinaten in die
A,B - Koordinaten gewechselt werden. Die Determinante wird nach derr iiblichen
Regel fiir eine 2 x 2 -Matrix (ac - bd) ausgerechnet und ergibt = (B> — 4A)_%.

e\ _| 5% %
7 (sam) =14 %
‘ —(B2—4A)—% 1+B(B>—44) 2

2 — (B> —4A)"2.  (16)

(B2 — 4A)*% 1—B(BZZ—4A)*7

Nun konnen wir den Koordinatenwechsel fiir die gemeinsame Verteilung von
f(x,y) nach f(A,B) vornehmen. Der vorangestellte Faktor 2 beriicksichtigt, dass
beim Wechsel zwei symmetrische Bereiche von x, nimlich (4) und (6), eingeschlossen
werden miissen.

(Sl

f(A,B) =2x %A—ie— (BX—44)7. (17)

Funktion f(B) ist unsere gesuchte Funktion und die Randfunktion der gemein-

samen Verteilung f(A,B). Sie berechnet sich als Integral iiber den ganzen Bereich
der anderen Konstante A:

F(B)=2xS— [ A"3(B>—4A4) 2dA. (18)



(18) kann umgeformt werden in :

£B) =25 [ (A~ 4a)) Hda
21 Jo
_B
zzxﬁ/m(AB2 4A%)"2dA
2r Jo
e e 1
=2x (19)

21 Jo JABZ —4A2

Die Losung dieses Integrals (11) wird mit der Methode der trigonometrischen
Substitution entsprechend Appendix 3 durchgefiihrt.

Der Termen im Wurzelausdruck vAB? — 4A? sind Quadrate von Seiten im rechtwin-
kligen Dreieck :
Hypothenuse = AB.
Kathete = 4A2.
., - . _ 24
Damit ist sin(t) = /R

Umformen ergibt:

2A = sin(t) - BVA

A _ sin(t)-B |quadri
— = Sin . uadrieren
VA 1
4A?
— =sin’(1)-B*

A

4A = sin’(1) - B?

BZ
A= -sin’(1). (20)

A aus (20) wird nun in in Integral (19) eingesetzt: Damit ergeben sich die Substi-
tutionen:

A= %2 -sinzz(t).

und dA = - -sin(t) - cos(t) .



A aus (20) und dA werden nun in Integral (19) eingesetzt:

B BTZ -2-sin(t) - cos(t)
\/Bz%zsinz(t) — #sinz(t)sinz(t)

B sin(t) - cos(t)

:/\/#.mﬂ(t)(l — sin?)
_ (Bt

dt

° 1
dt
/0 VAB? —4A2

dt

= arcsin (%) +C. (21)

Gemiss (5.3) folgt, dass dieses Integral eine Untergrenze von 0 und eine Ober-

grenze von 7/2 hat, Dies enstpricht dem arcsin von 0 und 1. Somit wird (18)
zu:

B
?‘772 1

_B 1

e 2
=2 x — -arcsin(t)
2n

0

o

x_.
27

Das Resultat der Dichte fxy(x+y) lautet also:

[l

Q [\
[Sll>v}
YRS

F(B) = fray(xty) = (23)

oder, wenn z = X + y:

It

e

f(z) = fz(z) = 5 (24)

4 Herleitung fiir die Funktion mit k Freiheitsgraden

Die Herleitung basiert darauf, die gemeinsame Dichtefunktion der Normalverteil-
ungen der k urspriinglichen Zufallsvariablen xi,...,x; zu bilden. Die Dichte-
funktion der gesuchte Grosse x%-l—, ey —i—x,% erscheint dann als Randfunktion dieser



gemeinsamen Dichtefunktion.
Beweis:

Theorem: Y sei eine Zufallsvariable mit einer Chi-Quadrat-Verteilung:

Y ~ X% (k), (25)
dann sei die Wahrscheinlichkeits-Dichtefunktion von Y:
_ ! 5—1. ,-y/2

fr(y) = m)’z e e (26)

Beweis

Eine nach Chi-Quadrat verteilte Zufallsvariable mit k Freiheitsgraden ist definiert
als die Summe der k quadrierten, nach Standardnormalverteilung verteilten Zu-
fallsvariablen:

X1, .. X, ~N(0,1) = ¥ =Y X? ~ X?(k). (27)

k
i=1

Zur Bildung der kumulativen Verteilungsfunktion werden in Erweiterung der zwei-
dimensionalen Situation die kumulativen Wahrscheinlichkeiten der n kartesischen
Koordinaten gebildet.

Kartesische Koordinaten:
X = (X1, .0,00) ] (—o0 < xj <oo,i=1,....k). (28)

Kumulative Verteilungsfunktion:
Xi

P(x < x::N(x:0,1)) = / N(x::0,1)dx;. (29)

—o00

Fiir die gemeinsame kumulative Verteilungsfunktion {,(x) werden die einzelnen
integrierten Wahrscheinlichkeiten multipliziert.

M@:AHWWﬂUM% (30)

X1 X
wobei/:/ xl,...,/ X 31

Wird fiir die Standardnormalverteilung (N (x;;0, 1)) die Dichtefunktion eingesetzt,
ergibt (30):
1

L= ﬁ (e |3 ax). 32)

Wird der Produkteterm Hle ausgerechnet, wird:

1 1
Go(x) = /VW -exp [—5( %—F,...,—f—x?)} dxy...,dx;. (33)



Dann konstantes Term ausklammern und } x, =y setzen:

1 y
w(X) = ——F= —=|dxj,...,dx;. 34
6 = g 0 [3] o (34)
Day innerhalb des Integral-Terms konstant bleibt, kann y ausgeklammert werden:
expl—y/2]
G0 =G [ dxid (35)
Die Dichte bei §,(x) ergibt sich aus der Ableitung von (35).
_ exp[—y/2]
Es gilty = xTx mit x = (x1,...,x;) als die kartesichen Koordinaten. Mit der Nota-
tion y = r* wird (36) auch als sphirische Normalverteilung bezeichnet:
2
_exp[-r/2]

Fiir (37) wird nun eine Variablentransformation mit einem Wechsel auf die Po-
larkoordinaten durchgefiihrt:

Also mit: 7(0 <r <eo)und 0 = (6y,...,6¢_1),
wobei (0<6;<mi=1,...,k—2;0< 6, <2m)

Die dazu benétigte Jacobi-Determinante J{x — (r,87)7} wird im mathematis-
chen Anhang néher erldutert. Der Variablenwechsel ergibt fiir (37):

ex —1”2
vi(r,0) = %J{x — (n6")T}, (38)

wobei 2 = xTx; J{x — (r,07)7} = det{dx/d(r,07)} =r*"1g(0) .

Nach Haruhiko Ogasawara (2022) kann die Jacobi - Determinante J geschrieben
werden als:

Jx = (00T} = A1 sink=2(0)) - 5in*3(6,) - - - sin(6_»). (39)

Dieser Term kann auch zur Berechnung einer Kugeloberflache angeandt werden
kann:

T T 27
Sk_l(r)-dr:/o /0/0 2(6)d6,---d6,_»d6;_,

T T 27
_ / / / A sink=2(6,) - sin 3 (8:) - 5in(6y_2) - -6 2d6y 1, (40)
0 0 JO



(40) entspricht der Oberfliche einer (k-1) - dimensionalen Kugel mit r = /y ,
multipliziert mit dr.

Y (r) berechnet sich aus der Randfunktion der gemeinsamen Funktion y;(r,6)
tiber den ganzen Bereich von y;(0):

exp|—r*/2] 2z .
wi(r) = p27r k/é / / / sin* 3 (8) - -s5in(6;_2)d0) - -6y 26y ;.

A
41)
Durch Einsetzen der bekannten Formel einer Oberfldche dieser (k-1)-dimensionalen
Kugel nach (41) ergibt sich:

(A) = 1 27K2 )T (k)2) - dr. (42)

Die Randfunktion soll nun anstelle von r nach y definiert werden. Wir miissen
also dr in dy ausdriicken:

dr _ -1
2y :

Damlt wird Y (r) zu fy ().
Wird A - dr eingesetzt, ergibt Gleichung (17) mit Kiirzungen:

fr() = ;f/i[(;ﬁ 2P T (n)2).
exp[—y/2] ;1 1
fr(y) = 262 T(n/2) 1 'y1/2

7y 1/2

(43)

k—1

Firr=,/y= y!/2 einsetzen, ergibt fiir <! = (yl/ 2)k=1 y-Terme zusamenfassen:

(yV/2)k=ly=1/2 = 120 1)=1/22\K/2=1/2-1/2 _ \k/2-1,
fr(y) kann nun vollstidndig in y ausgedriickt werden und ergibt schliesslich als

Losung von (1):
1

B RS S BV 44
W2 T2 ¢ (44)

fr(y) =

S Mathematische Grundlagen

5.1 Doppeltes Integral

Notation

Notation fiir doppeltes Integral mit zwei Zufallsvariablen:
b rd
|| flevydsay. (45)
a C

10



Dies Notation hat historische Griinde. Die x-Limiten sind a, und b; die y-Limiten
sind ¢ und d.
Zur Losung des Integrals wird folgende Schreibweise bevorzugt:

V[ reeyydx | ay. (46)

inneres Integral

N J/
-

dusseres Integral

Vorgehen: Zuerst wird innere Funktion nach dx in den Grenzen [a,b] integriert,
wobei y als Konstante behandelt wird. Dann Integration der Losung des inneren
Integrals nach dy in den Grenzen [c,d].

Gemeinsame Verteilung von Zufallsvariablen

X und Y sind unabhéngigre Zufallsvariablen (RV = random variable).

Definition gemeinsame Verteilung: 1. f(x,y) <0
2. J2 Jou S y)dxdy = 1.
D.h. Ganzes Volumen unter der Oberfldche f(x,y) liber der x,y - Ebene betrigt 1.

f(x,y) reprisentiert graphisch die Oberflidche, auch Wahrscheinlichkeitsoberflache,
dieser Funktion.

Die Wahrscheinlichkeit, dass X zwischen a und b, sowie Y zwischen ¢ und d liegt
ist ein Volumen, definiert durch:

X=a =C

b d
Pla<X <byc<Y<d)= / / f(x,y)dxdy. 47)
y

Gemeinsame Verteilungsfunktion und Dichtefunktion

Wird die xy-Ebene begrenzt durch die Werte von x und y und definiert u = —oo -
X, sowie v = —oo -y, wird die gemeinsame Verteilungsfunktion definiert als:

x y
F(x,y) =P(X <x,¥ <y) = / / Fu,v)dudb. 48)
U=—oo0 Jy=—oo
d.h. fiir alle x,x im R ist die Verteilungsfunktion:
Fxy(x,y) = Fx (x)Fy (y). (49)
Die Dichtefunktion (p.d.f) von Fx y (x,y) ist:
0’F
Ixay = ) (50)

d.h. die Dichtefunktion wird erhalten, indem die Verteilungsfunktion zuerst nach
x und dann nach y abgeleitet wird;

fxy(xy) = fx(x)fr(y)- (51)

11



Randverteilungen

Die Rand-Verteilungsfunktion fiir X < x berechnet sich, indem neben dem Inte-
gral von —oo - X, auch iiber den den ganzen Bereich —oo — +-oo integriert wird,
entsprechend die Rand-Verteilungsfunktion von Y <y

P(X <x) / <><)/ o f(u,v)dudv, (52)

PY <y)= / <><>/ o f(u,v)dudv. (53)

die Rand-Verteilungsfunktionen (52) und (53) sind gerade die Verteilungsfunktio-
nen von X und Y.

Die Ableitungen von (52) und (53) beziiglich x und y ergeben dann die Rand -
Dichtefunktionen von X und Y:

fx(x) = /:_mf(x, v)dv (54)
)= [ sy (59

5.2 Variablenwechsel, Jacobi - Determinante fiir eine Variable
Theorem 1:

X sei eine stetige Zufallsvariable mit Dichtefunktion f(x). Wir definieren
U = ¢(X)), resp. f(x(u)), wobei X = y(U). Die Dichtefunktion von
U sei g(u) . Dann gilt fiir den Bereich | du | der Dichtefunktion g(u):

8(u)|du| = f(x)|dx| (56)

oder ()= 10| 2| = fy@llv @l 67

Der Term ‘ X | ist die 1D Jacobi-Matrix.
Um nach du abzuleiten, muss f(x) als f(x(u)) ausgedriickt werden.

Identitét (12), da Fliche unter Dichtekurven fiir beide Dichtefunktionen eins ergibt
und dx und du proportional sind.

Beispiel fiir Wechsel einer Variable, also von x nach u:

f(x) = % und setzen u = l.
Substituieren x = u~

Feu)) = flw(w)] = ;5 = u,

in (13) einsetzen:

12



gw)=u-—u?=-1

Variablenwechsel, Jacobi - Determinante fiir zwei Variablen

Theorem 2:

X und Y sein stetige Zufallsvariablen mit der gemeinsamen Dichte-
funktion f(x,y). Wir definieren U = ¢;(X,Y), V = ¢»(X,Y), wobei X
=y (U,V)und Y = y»(U,V). Dann ist die gemeinsame Dichtefunk-
tion von U,V durch g(u,v) gegeben. Es gilt dann analog zu Theorem
I:

g(u,v)|dudv| = f(x,y)|dxdy| (58)
oder

g(v) = £(x.)- ]%\ — v ) v ] (59)

Die Ausrechnung der zugehorigen Matrix von 9 heisst 2D Jacobi-Matrix und

(u,v
| dxy| _
d(uy!l —

|J| die Jacobi-Determinante oder auch Funktionaldeterminante.

Berechnung der Jacobi-Matrix und Jacobi-Determinante

Die Ausrechnung der Matrix ggz bildet sich aus allen moglichen 1. Ableitungen.

Also:

9x  dx
o) | % | )

) | B B

du  Jv

Werden fiir % =x, etc. eingesetzt, berechnet sich die Determinante wie folgt:

Xu Xy

= X, Vy — XpVy- 61
Yu Yo uYv vYu (61)

Beispiel fiir Wechsel von zwei Variablen, also von (x,y) nach (u,v)

Bei der Kreisgeometrie gilt:

Kartesisch: y/x2+y2 =r

Funktion f(x,y) soll im Koordinatensystem (r, 8) ausgedriickt werden.

In Polarkoordinaten: x = r- cos@, resp. y = r- sinf.

Ein Kreispunkt mit Koordinaten(x,y) erhélt Koordinaten (r- cos0,r - sin0).
Die Jacobi-Matrix wird zu:

cos@ —r-sin0
sin@  r-cosB

< D=

.= r(cos26 + sin29) =r (62)

%

’ 9x
or

Yol

13



Anwendung auf ein Flachenelement:

dA = f(x,y).
A://(f(x,y)dxdy://ef(r-cose,r-sine)rdﬂ-dr (63)
xJy r

5.3 Trigonometrische Substitution

Integrale, bei denen der Ausdruck in der Form v/ a? — x* oder 21_x2 vorkommt,

lassen sich durch eine geeignete trigonometrische Substitution 16sen. a> kann als
Hypothenuse und x? als Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks betrachtet werden.
Damit gelten folgende Beziehungen:

sin(t) =%, x=a-sin(t), Va? —x> = a-cos(t), (1 — sin*(t) = cos*(t).

Wird nun x mit a - sin(t) substituiert ergibt sich:

Var—x? = \/a2 —a?-sin%(t) = \/a2(1 — sin?(t))

=ay/cos*(t) = a-cos(t) . (64)
Mit Einsetzen von:
x=a-sin(t) und
dx =a-cos(t)dt
kann nun das Integral / —————dx berechnet werden:
g Vaz — 2

a-cos(t)

/md’“/m
:/ ZZiEiidf

=t+C. (65)

X

. o . . _ . _1 .
Nun impliziert a - sin(t), dass t = sin™" (), also die Inverse von sin(% )= arcsin(Z).

14



Damit ist die Losung:

dx = arcsin (2) +C. (66)

1
/ N
Die Betrachtung von a und x zeigt folgende Restriktionen:
(1) Da x < a sein muss, gilt —a < x.

(2) —a<a-sin(t) <a |. Ungleichung kiirzen mit a

3) —1<sin(r) < 1.
Da arcsin(l) =% —
4 -FT<t<%

5.4 Verteilung der Summe von zwei Zufallsvariablen

Theorem

X und Y seien unabhingige stetige Zufallsvariablen mit den Dichten fy und gy
und Z = X + Y mit der Dichte fz. Falls fiir die Funktionen fy und gy das Integral

(re9)@) = |

RIS

Sx(®)fy(z—x)dx (zx=Yy). (67)
Qx

fiir alle x existiert, dann heisst f x g die Faltung von f und g. Das Zeichen x steht
hier als Operator fiir Faltung.

Die Intuition besteht darin, dass, wenn Z = z sein soll, wir iiber alle Moglichkeiten
von X=X summieren miissen, aber wir Y=x - z fordern, sodass die geforderte
Summe z erhalten wird.

Beweis

Vorgehen: Wir starten mit der Verteilungsfunktion Fz(z) und bilden die erste
Ableitung:

Definition der Verteilungsfunktion von X + Y:
F;=P(Z <2). (63)

Fiir jeden Punkt der Verteilungsfunktion von Z im Punkt z werden fiir alle Kom-
binationen die Wahrscheinlichkeiten von x und y multipliziert , die z < z ergeben.

F;= / P(X+Y <z|X =x)fx(x)dx. (69)
x€Qx

Fiir den jeweiligen Wert von X, ist dann y = z - X. Fz kann also geschrieben
werden:

Fy= / P(Y < 2—x|X = x) fi (x)dx. (70)
xeQx

15



Da X und Y unabhéngig sind, gilt:

= | Fle-x)fdr (1)
x€Qx

Ableitung nach x von (5) ergibt dann die Dichtefunktion von z (Fy wird zu fy):

d

ﬁ@za&@

= / fx (x) fy (x —z)dx. (72)
x€Qx
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